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Sintaxis de un lenguaje de primer orden

Un alfabeto A se define con

@ simbolos de variable: x, y, z, w, X, ...

@ simbolos de constante: a, b, c, ...

@ simbolos de funcién: f(_), g(-.-), ... (aridad = n. de args: f/1, g/2)
e las constantes son funciones sin argumentos

@ simbolos de predicado: p(-), q(-,-), ..., = /2
o las proposiciones son predicados sin argumentos

@ conectivas: 0, V, A\, —, <

@ cuantificadores: V, 3

@ es decir, hemos anadido los argumentos de los predicados y todo lo que
deriva de ello: variables, constantes, funciones, cuantificadores
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Sintaxis de un lenguaje de primer orden

simbolos de variable: x, y, z

simbolos de constante: a, b, ¢, tom, 0, 1
simbolos de funcién: /1, g/2

simbolos de predicado: p/0, q/2, cat/1, +/3

y

Términos

@ una variable es un término

@ una constante es un término

@ sity,...,t, son términos y f es un simbolo de funcién con aridad n > 1,
entonces f(ty, ..., t,) es un término

a f(tom) f(1 a() a(l) f(2) g(g.&(1)) q(0,f(1))
a+y g(1,f(a)) g(0c) cat(cat(0)) +(a,f(z),c) fF(f(f(x)))
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Sintaxis de un lenguaje de primer orden

simbolos de variable: x, y, z

simbolos de constante: a, b, ¢, tom, 0, 1
simbolos de funcién: /1, g/2

simbolos de predicado: p/0, q/2, cat/1, +/3

Atomos

| \

@ una proposicidn es un dtomo

® si ty, ..., t, son términos y p es un simbolo de predicado de aridad n > 1,
entonces p(ty, ..., t,) €s un dtomo

| A

Ejemplos

cat(g(x,y)) P q a(Vxp(x),Vxp(f(x))) a(p.p) f(q(a,a))
q(a,f(1)) +(a,f(z),¢) ¢(0,,z) cat(a,1) -cat(cat(f(1)))

A\
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Sintaxis de un lenguaje de primer orden

simbolos de variable: x, y, z

simbolos de constante: a, b, ¢, tom, 0, 1
simbolos de funcién: /1, g/2

simbolos de predicado: p/0, q/2, cat/1, +/3

y

Férmulas

@ un atomo es una férmula

@ si Fy G son férmulas, y x es una variable, entonces =F, (F A G), (FV G),
(F — G), (F < G), VxF y IxF también son férmulas

y

(p——a(a, f(x))) pA 32f(1)  Va(q(a,0) < g(0,a))
Vp (—cat(a) A (Vxp V Jycat(y))) q(a, b) < tom
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Sintaxis de un lenguaje de primer orden

@ un literal es un dtomo o la negacién de un dtomo
o p, —p, q(a (1)), —q(a, (1)), cat(g(x,y)), —cat(g(x,y))
@ se trata de un concepto muy usado en lo que sigue

vy

Precedencia

@ se usan las reglas de la Iégica proposicional, pero hay que ocuparse de los
cuantificadores

@ igual que la negacidn, los cuantificadores tiene mayor precedencia que las
otras conectivas

15" 3xF A G es lo mismo que (3xF) A G

IF significa que la segunda x en Ixp(x) A g(x) no esta cuantificada como la
primera
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Sintaxis de un lenguaje de primer orden

Apariciones libres y ligadas de variables

@ una aparicién de una variable x se encuentra ligada en F si se encuentra en el
ambito de algin Ix o Vx, seglin las reglas de precedencia

Ix(p(L, %, y) Aa(x)) A q(x)
@ una aparicidn se encuentra /ibre si no se encuentra ligada
Sx(p(L %, ) A 4(x)) A q(x)

=" son las apariciones de simbolos de variable, no los simbolos de variable, que
se encontran libres o ligadas

=" de hecho una variable puede aparecer libre y ligada a la vez en una férmula

@ se escribe F(x) para decir que puede haber una aparicién libre de x en F
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Sintaxis de un lenguaje de primer orden

Férmulas cerradas y abiertas

@ una férmula es cerrada cuando no contiene apariciones libres de variables; si
no, es abierta

@ podemos decir que las férmulas interesantes son las cerradas: donde toda
variable es “introducida” por un cuantificador

Vx3y mayor(y, x)

@ en cambio, jqué es x en Jymayor(y, x)?

@ pero necesitamos el concepto de férmula abierta cuando “descomponemos”
las férmulas en sus partes (subférmulas)

VxVy(p(x,y) A q(y,x))

las subférmulas p(x,y) y g(y, x) son de por si abiertas

@ vamos a necesitar esto dentro de poco (semdntica de los cuantificadores)
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Sintaxis de un lenguaje de primer orden

Cierre universal de una férmula

@ se llama cierre universal de una férmula F la férmula
Cierrey(F) = Vx1Vx2..Vxx F donde x;..x, son todas las variables que aparecen
libres en F

Cierrey(p(x) V Jyq(x, z,y)) = VxVz(p(x) V Iyq(x, y))

@ propiedades
o Cierrey(F) es una férmula cerrada

I=" no hay que olvidarse los paréntesis
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Sintaxis de un lenguaje de primer orden

Cierre existencial de una férmula

@ se llama cierre existencial de una férmula F la férmula
Cierres(F) = 3x;3x,..3xc F donde x;..xx son todas las variables que aparecen
libres en F

Cierres(p(x) V Jyq(x, z,y)) = IxTz(p(x) V Iyq(x, y))

@ propiedades
o Cierres(F) es una férmula cerrada

I=" no hay que olvidarse los paréntesis
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Sustituciones

Introducc

@ en este apartado, tratamos las férmulas Ginicamente como secuencias de
simbolos

@ usamos las sustituciones para

o definir la semantica del lenguaje (V, 3)
e en la segunda parte

o el concepto de instancia

@ arboles semanticos

@ unificacién

@ resolucién
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Sustituciones

Definicion formal

Una sustitucion es una funcién parcial (con dominio finito) que asocia variables
con términos: o = { x1/t1, xo/t2, .., Xn/tn }

® Xxi,..,X, son variables distintas (si no, no serfa una funcién)

@ en general, una funcién f se puede escribir como un conjunto de “pares”:

f(x) = 2x
{(1’2)7 (274)’ (3’6)7 (478)""}
{1/2, 2/4, 3/6, 4/8,...}

Terminologia

ligadura: un par x;/t;
Dominio (a) = { x | t(x/t € a) }
Rango (o) = { y | 3t(3x(x/t € a) A y aparece en t) }

A = {} (sustitucién vacia, no hace nada)
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Sustituciones

Ejemplos: variables x, y, z, w

a1 = {x/f(a), y/x, z/h(b,y), w/a} Dominio(a1) = {x,y,z,w}
Rango (a1) = {x,y}
ap = {x/a, y/a, z/h(b,c), w/f(d) } Dominio(az) = {x,y,z, w}
Rango (o) = {}
a3 = {x/y, z/w} Dominio (a3) = {x, z}
Rango (a3) = {y, w}
A = {} Dominio (\) = {}
Rango (\) = {}
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Sustituciones

Aplicacién de una susticién a una férmula

@ lo que necesitamos en este curso es unas cuantas definiciones especificas
@ una sustitucion se puede aplicar a una férmula de tres formas:
e aplicacién “libre” Fap
o aplicacién “universal” Fay
o aplicacién “existencial” Fazg
@ aunque la definicidn estdndar de sustitucion se parece mas a la libre, nosotros
estamos mas interesados en las otras dos

@ si esta claro qué tipo de sustitucidn se usa, escribimos Fa
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Sustituciones

Aplicacién libre de av a F

@ la aplicacion libre Fay de una sustitucion a a F es la férmula que se obtiene
reemplazando simultaneamente para cada / cada aparicién libre de x; en F
con t;, para todo x;/t; € «

a={x/f(a), y/x, z/h(b,y), w/a }

o (p(x,y,2z))a = p(f(a),f(a), h(b, f(a))) ~ incorrecta
o (p(x,y,2))a = p(f(a), x, h(b, y)) ~ correcta
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Sustituciones

Aplicaciéon universal de o a F

@ condiciones:

e que F sea cerrada y tenga forma Vx1Vx..Vx, G, donde G es una férmula
cualquiera y puede contener otros cuantificadores
e que el dominio de « sea un subconjunto de {xi, .., X}
@ la aplicacién universal Fay de una sustitucién o = {y1/t1, .., yx/tk} a F es la
férmula que se obtiene
@ quitando los cuantificadores Vx;Vx2..Vx, de la cabeza
@ obteniendo G’ como aplicacién librede « a G: G’ = Gay
© cerrando universalmente G’ para obtener Fay

a={x/f(a), y/x, z/h(y) } VxVy¥wVz(p(x,y,w)V q(z,2))
p(x,y,w)V q(z,z)

p(f(a),x, w) v q(h(y), ( ))
VXVWVy( (f(a),x,w)V

D. Zanardini (damiano@fi.upm.es)



Sustituciones

Aplicacién existencial de o a F

@ condiciones:

e que F sea cerrada y tenga forma 3x;3x..3x, G, donde G es una férmula
cualquiera y puede contener otros cuantificadores
e que el dominio de « sea un subconjunto de {xi, .., X}
@ la aplicacion existencial Fas de una sustituciéon a = {y1/t1, .., yk/tx} a F es
la férmula que se obtiene
@ quitando los cuantificadores Ix;3x2..3x, de la cabeza
@ obteniendo G’ como aplicacién librede « a G: G’ = Gay
© cerrando existencialmente G’ para obtener Fas

a={x/f(a), y/x, z/h(y) } 3Ixy3w3z(p(x,y,w) V q(z,2))
p(x,y,w)V q(z,z)

p(f(a), x, w) V q(h(y), ( ))
Hxﬂwﬂy( (f(a),x,w)V
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Composicién de sustituciones

Dadas o = {x1/t1, .., %n/ta} Y B ={01/51, -, Ym/Sm}, la composicién a3 de estas
sustituciones se define como el conjunto

{Xl/(tlﬂ)a ) Xn/(tnﬂ)’ }/1/517 ) ym/sm }

del que se eliminan los elementos tales que (1) x; = t;3; 0 (2) y; € {x1, .., %n}

Ejemplo

| A

{x/3, y/f(x,1)}  aB { x/3, y/f(4,1) }
g = {x/4} Pa = {x/4 y/f(x,1)}

Q
|

Propiedades: para toda F, «, 3, v

(aB)y = a(B7) al=da =« afB#pa
(Fau)Be = F(aB)e  (Fay)By = F(aB)y  (Fa3)ps = F(ap)s

D. Zanardini (damiano@fi.upm.es) Légica Curso Ac. 2010/2011



Sustituciones

Condicidn general para aplicar una sustitucion

@ una sustitucidon a no se puede aplicar de ninguna forma a una férmula F si
pasa lo siguiente:
e « contiene una ligadura x/t y t contiene la variable y
e hay una ocurrencia de x en F que se puede reemplazar por t segun las reglas
de la aplicacién (libre, universal o existencial)
e pero dicha ocurrencia estd dentro del ambito de un cuantificador sobre y

(VxVy(3zq(x, 2))){x/f(2)}v = VzVy(3zq(z,2))

no se puede hacer
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